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Екi өлшемдi сызықтық жүйелер.

Екi өлшемдi жүйелердiң фазалық портреттерi қарастырылады:{
ẋ = f1(x, y)

ẏ = f2(x, y).

Зерттеулер сызықты жүйелерден басталады:{
ẋ = ax+ by

ẏ = cx+ dy,
(1)

мұндағы a, b, c, d – нақты сандар.
Алдымен, ad − bc = 0 жағдайы қарастырылады. (1.5) жүйесiнiң екiншi теңдеуiнiң

бiрiншi теңдеуiне қатынасы келесiдей болады:

ẏ

ẋ
=

dy

dt
:
dx

dt
=

dy

dx
≈ cx+ dy

ax+ by
.

Онда:

dy

dx
= k

Осыдан y = kx +m, мұндағы k,m – нақты сандар. (1.5) жүйесiнiң фазалық траек-
ториясы y = kx + m параллель түзулерiнде жатады, ал ax + by = 0 түзуiнiң барлық
нүктерелерi (1.5) жүйесiнiң тепе-теңдiк күйi болады.

Егер (1.5) келесi түрде болса {
ẋ = 0

ẏ = cx+ dy

Бiрiншi теңдеудiң екiншi теңдеуге қатынасы арқылы келесi теңдеу алынады:

dx

dy
= 0.

Келесi жағдайда {
ẋ = 0

ẏ = 0

фазалық жазықтықтың барлық нүктклерi тепе-теңдiк күй болып есептеледi.
ad− bc ̸= 0 жағдайында келесi жүйенiң{

ax+ by = 0

cx+ dy = 0
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жалғыз шешiмi бар - (0;0), яғни (1.5) жалғыз тепе-теңдiк күйге ие.
(1.5) жүйесiн сызықтық түрлендiру арқылы келесi түрде жазуға болады:{

u = Ax+By

v = Ex+ Fy

Мұндағы A,B,E, F – нақты сандар, AF − BE ̸= 0. A, B, E, F коэффициенттерiн
жаңа система келесiдей болатындай етiп таңдап алуға болады:{

u̇ = λ1u,

v̇ = λ2v.

(1.6) теңдiгi (1.5) жүйесiне қойылып, келесi теңдiктер алынады:{
u̇ = Aẋ+Bẏ

v̇ = Eẋ+ F ẏ{
u̇ = A(ax+ by) +B(cx+ dy) = λ1u = λ1(Ax+By)

v̇ = E(ax+ by) + F (cx+ dy) = λ2v = λ2(Ex+ Fy){
A(ax+ by) +B(cx+ dy) = λ1(Ax+By)

E(ax+ by) + F (cx+ dy) = λ2(Ex+ Fy).

x, y коэффициенттерiн теңестiру арқылы
Aa+Bc = λ1A,

Ab+Bd = λ1B,

Ea+ Fc = λ2E,

Eb+ Fd = λ2F,

яғни {
(a− λ1)A+ cB = 0,

bA+ (d− λ1)B = 0,{
(a− λ2)E + cF = 0,

bE + (d− λ2F ) = 0.

Бұл теңдеулер жүйеснiң ноль емес шешiмдерi бар болады, егер λ1 және λ2 келесi тең-
деудiң түбiрлерi болса: ∣∣∣∣a− λ c

b d− λ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = 0 (2)
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немесе анықтауышты ашу арқылы

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0.

(1.6) теңдеуi (1.5) жүйесiнiң характеристикалық теңдеуi деп аталса, λ1,λ2 – харак-
теристикалық сандар деп аталады.

Төменде әр түрлi жағдайлар қарастырылады.
1. λ1 және λ2 нақты, λ2 > λ1 > 0. (1.7) жүйесiнiң әр теңдеуiн шешу арқылы келесi
өрнектердi аламыз:

u = C1e
λ1t, v = C2e

λ2t (3)

C1 ̸= 0 кезiнде

v = C2e
λ2t = |C1|−

λ2
λ1C2|C1e

λ1t|
λ2
λ1 = |C1|−

λ2
λ1C2|u|

λ2
λ1 = C3|u|

λ2
λ1 (4)

λ2

λ1

> 1, болғандықтан (1.7) жүйесiнiң фазалық траекториясы 1.7- суретiнде көр-

сетiлгендей болады.
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1.7-сурет

1.8-сурет

C1 = 0 және C2 = 0 жағдайында (1.9) теңдiгiнен u = 0 және v = 0 түзулерiнде
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фазалық траекториялардың орналасқаны шығады. λ1 > 0 және λ2 > 0 болғандықтан
(1.9) келесi өрнектi аламыз:

lim
t→∞

u = ∞, lim
t→∞

v = ∞,

Бағыттар (0;0) нүктесiнен басталады. Тепе-теңдiктiң бұл күйi тұрақсыз түйiн деп
аталады.

Егер
λ2

λ1

> 1, онда 0 <
λ2

λ1

> 1 бұл жағдайдағы фазалық портрет 1.8-суретiнде

келтiрiлген.

2. λ1 және λ2 нақты λ2 < λ1 < 0,
λ2

λ1

> 1, болғандықтан (1.7) жүйесiнiң фазалық

траекториясы 1.7-суретiндегiдей, бiрақ (1.9) теңдiгiнен

lim
t→∞

u = ∞, lim
t→∞

v = ∞.

шығады, олай болса фазалық портрет 1.9-суретiнде көрсетiлгендей. Тепе-теңдiк күйi

1.9-сурет

бұл жағдайда тұрақты түйiн деп аталады.
Егер λ1 < λ2 < 0, фазалық траекториялар 1.8- суретiндегiдей, бiрақ нүктелер коор-

динат басына бағытталған.
3. λ1 және λ2 нақты λ1 = λ2 = λ. Егер (1.5) келесi түрде болса{

ẋ = λx,

ẏ = λy,
(5)
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Онда x = C1e
λt, y = C2e

λt және y =
C2

C1

x = C3x – түзулерi координат басынан өтедi, егер

λ < 0 болса тұрақты дикритикалық түйiн, егер λ > 0 тұрақсыз дикритикалық
түйiн (1.11-сурет ).

1.10-сурет

1.11-сурет

Ендi λ < 0 (1.12-сурет) және λ > 0 (1.13-сурет) кезiнде фазалық траекториялар-
дың орналасуын қарастырайық. Бұл жағдайда тепе-теңдiк жағдайы депренирленген
түйiн деп аталады (тиiсiнше, тұрақты және тұрақсыз).
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1.12-сурет

1.13-сурет

4. λ1 және λ2 нақты, таңбалары әр түрл. (1.10) теңдiгiнде
λ2

λ1

< 0 , және (1.9) - дан

λ1 > 0, λ2 < 0, C1 ̸= 0 үшiн

lim
t→∞

u = ∞, lim
t→∞

v = 0

(1.14-сурет ) λ1 < 0, λ2 > 0, C2 ̸= 0 жағдайында

lim
t→∞

u = 0, lim
t→∞

v = ∞
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(1.15-сурет).
Тепе-теңдiк күйi ертоқым аталады.

1.14-сурет

1.15-сурет

5. Егер λ1 = p+iq, λ2 = p−iq, p ̸= 0, q ̸= 0 (1.5) жүйесiн арнайы сызықтық турлендiру
арқылы келесi түрге келтiруге болады:
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{
u̇ = pu+ qv,

v̇ = −qu+ pv.
(6)

u = ρcos(θ), v = ρsin(θ)- полярлық координаталарға өту арқылы келесi теңдеулер
алынады: 

dρ

dt
cosθ − ρsinθ

dθ

dt
= pρcosθ + qρsinθ

dρ

dt
sinθ + ρcosθ

dθ

dt
= −qρcosθ + pρsinθ

Бiрiншi теңдеудi cosθ, екiншi теңдеудi sinθ көбейту, оларды өзара қосу арқылы келесi
теңдiк алынады:

dρ

dt
= pρ. (7)

dθ

dt
= θ̇ = (arctan

v

u
)∗ =

1

1 + (
v

u
)2

v̇u− vu̇

u2
=

u2

u2 + v2
∗ (−qu+ pv)u− v(pu+ qv)

u2
= −q.

(1.13) өрнегiнен, p > 0 орындалғанда нүктенiң уақыт өткен сайын координаталар ба-
сынан алыстайтынын, ал p < 0 жағдайында координаталар басына жақындайтынын
көруге болады. Сонымен қатар, θ̄ < 0 үшiн нүкте спираль бойымен сағат бойынша жы-
лжыса, θ̄ > 0 кезiнде спираль бойымен сағат бағытына қарсы жылжиды, яғни жылжу
бағыты q таңбасына байланысты.

Қорытындылай келе, λ1, λ2 түбiрлерiнiң нақты бөлiгi оң болса, онда (1.12) жүйесiнiң
фазалық траекториясы 1.16- немесе 1.17- суреттерiнде көрсетiлгендей болады. "0"тепе-
теңдiк күйi тұрақсыз фокус аталады.

1.16-сурет 1.17-сурет
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1.18-сурет 1.19-сурет

p < 0 жағдайы үшiн фазалық траекториялар 1.18, 1.19- суреттерiнде көрсетiлген. 0
тепе-теңдiк күйi тұрақсыз фокус аталады.

6. λ1 = iq, λ2 = iq, q > 0. Бұл жағдайда (1.13) теңдiгiнен ρ = C1 өрнектеледi, яғ-
ни фазалық траекториялар – центрi координаталар басында жататын шеңберлер (1.20,
1.21-суреттер). Тепе-теңдiк күй tорталық деп аталады. Егер x және y айнымалылары-

1.20-сурет 1.21-сурет

на, яғни (1.5) жүйесiне ауыссақ, фазалық портреттер (1.7), (1.12) жүйелерiнiң фазалық
портреттерiнен бұрылу және созылу арқылы ерекшеленедi.

7. Характеристикалық сандардың бiреуi немесе екеуi де нөлге тең. (1.8) теңдiгiне
λ = 0 өрнегiн кою арқылы ad − bc = 0 өрнегiн аламыз және бұл жағдай бөлiмнiң ба-
сында қарастырылды. Түйiн мен ертоқым жағдайында төрт траектория бар, олардың
әрқайсысы y = k1x и y = k2x түзулерiнде жататын жартылай түзулердi құрайды. Егер
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тепе-теңдiк күй түйiн болса, қалған траекториялар осы түзулердiң бiрiн координаталар
басында қияды. "Ертоқым"нүктесiнiң айналасында бұл түзулер асимптота болады, "ер-
тоқым"нүктесiнiң сепаратриссасы деп аталады Келесi жүйенiң фазалық траекториясын
қарастырайық. {

ẋ = −3y,

ẏ = 2x− y.
(8)

(1.16) жүйесiнiң характеристикалық теңдеуi:
∣∣∣∣−λ −3
2 −1− λ

∣∣∣∣ = 0 Оның түбiрлерi: λ1 =

−1

2
−

√
23

2
, λ2 = −1

2
+

√
23

2
i, (0;0) - тепе-теңдiк күйi – тұрақты фокус.

1.22-сурет

Мысал. Екiншi реттi сызықты емес дифференциалдық теңдеулермен берiлген жүй-
енiң стационарлық күйiн iздеу есебi:

dx

dt
= x− 9xy − x2

dy

dt
= 3xy − 4y − 2y2

(9)

(9) жүйесiн сызықтандыру келесi алмастыру арқылы орындалады:{
x = x̄+ ξ

y = ȳ + η


dξ

dt
= x̄+ ξ − 9(x̄+ ξ)(ȳ + η)− (x̄+ ξ)2

dη

dt
= 3(x̄+ ξ)(ȳ + η)− 4(ȳ + η)− 2(ȳ + η)2
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dξ

dt
= x̄+ ξ − 9(x̄ȳ + x̄η + ξȳ + ξη)− x̄2 − 2x̄ξ − ξ2

dη

dt
= 3(x̄ȳ + x̄η + ξȳ + ξη)− 4ȳ − 4η − 2ȳ2 − 4ȳη − 2η2

dξ

dt
= x̄− 9x̄ȳ − x̄2 + ξ(1− 9ȳ − 2x̄)− 9x̄η − ξ2 − 9ξη

dη

dt
= 3x̄ȳ − 4ȳ − 2ȳ2 + 3ξȳ + η(3x̄− 4− 4ȳ)− 2η2 + 3ξη

x̄− 9x̄ȳ − x̄2 = 0; x̄ȳ − 4ȳ − 2ȳ2 = 0;

P ′
x(x̄, ȳ) = a = 1− 9ȳ − 2x̄; P ′

y(x̄, ȳ) = b = −9x̄;

Q′
x(x̄, ȳ) = c = 3ȳ; Q′

y(x̄, ȳ) = d = 3x̄− 4− 4ȳ;

Сызықты емес бөлiк ескерiлмеген жағдайда келесi теңдiктер алынады:
dξ

dt
= aξ + bη

dη

dt
= cξ + dη

(10)

Төрт ерекше нүктелердi алу үшiн (9)жүйесiн нольге теңестiрейiк:{
x− 9xy − x2 = 0

3xy − 4y − 2y2 = 0{
x(1− 9y − x) = 0

y(3x− 4− 2y) = 0

1. x1 = 0, y1 = 0; 2. x2 = 0, y2 = −2; 3. x3 = 1, y3 = 0;

4.

{
1− 9y − x = 0

3x− 4− 2y = 0{
x = 1− 9y

3− 27y − 4− 2y = 0
−29y = 1

x4 =
38

29
, y4 = − 1

29
;
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(10) жүйесi әрбiр ерекше төрт нүкте үшiн қарастырылады. (0,0) нүктесi үшiн келесi
коэффициенттер анықталады:

a = 1− 9ȳ − 2x̄ = 1;

b = −9x̄ = 0;

c = 3ȳ = 0;

d = 3x̄− 4− 4ȳ = 4;
dξ

dt
= ξ

dη

dt
= −4η

D = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = 9 + 16 = 25

λ1,2 =
(a+ d)±

√
D

2
=

−3± 5

2
= 1; −4.

Горизонтальдi изоклина:
dξ

dt
= 0, ξ = 0. Вертикальдi изоклина:

dη

dt
= 0, η = 0.

1.23-сурет. Фазалық портрет – ертоқым.
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Екiншi тепе -теңдiк нүктесi (0;2) үшiн:

a = 1− 9ȳ − 2x̄ = 19; b = −9x̄ = 0;

c = 3ȳ − 6; d = 3x̄− 4ȳ = 4;


dξ

dt
= 19ξ

dη

dt
= −6ξ + 4η

D = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = 232 − 4 ∗ 76 = 225

λ1,2 =
(a+ d)±

√
D

2
=

23± 15

2
= 19; 8.

Фазалық портрет — тұрақсыз түйiн.

1.24-сурет.
Фазалық портрет — тұрақсыз түйiн.
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Үшiншi стационарлық нүкте - (1,0):

a = 1− 9ȳ − 2x̄ = −1; b = −9x̄ = −9;

c = 3ȳ = 0; d = 3x̄− 4− 4ȳ = −1;
dξ

dt
= −ξ − 9η

dη

dt
= −η

D = (a+ d)2 − 4(ad− bc) = 4− 4 = 0

λ1,2 =
(a+ d)±

√
D

2
=

−2

2
= −1; −1.

Фазалық портрет — тұрақты өзгешеленген түйiн.
Горизонтальдi изоклин:

dξ

dt
= 0, η = −1

9
ξ.

Вертикальдi изоклин:
dη

dt
= 0, η = 0.

1.25-сурет.
Фазалық портрет — тұрақты өзгешеленген түйiн
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Төртiншi стационарлық нүкте:
dξ

dt
= −38

29
ξ − 342

29
η

dη

dt
= − 3

29
ξ +

2

29
η

D = (a+ d)2 − 4(ad− bc) =
5704

841

λ1,2 =
(a+ d)±

√
D

2
=

−1.24± 2.6

2
= 0.68; −1.92.

Фазалық портрет — ертоқым. Горизонтальдi изоклин:

dξ

dt
= 0, η = − 38

342
ξ.

Вертикальдi изоклин:
dη

dt
= 0, η =

3

2
ξ.

1.26-сурет . фазалық портрет -ертоқым.

Сұрақтар:
1. Динамикалық жүйелердiң асимптоталық тұрақты тепе-теңдiк күйi дегенiмiз не?
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2. Ляпунов бойынша тұрақтылықты анықтаңыз.

3. Динамикалық жүйенiң характеристикалық теңдеуiн түсiндiрiңiз.

4. Динамикалық жүйенiң характеристикалық саны дегенiмiз не?

5. Тұрақсыз түйiн – тепе-теңдiк күйiн анықтаңыз.

6. Тұрақты түйiн - тепе-теңдiк күйiн анықтаңыз .

7. Ертоқым – тепе-теңдiк күйiн анықтаңыз.

8. Тұрақты фокус күйiн анықтап, сипаттаңыз.

Әдебиеттер:

(a) Бейли Н. Математика в биологии и медицине. Москва, Изд-во «Мир», 1970
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